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Abstrak

Pemodelan matematika telah banyak digunakan untuk menganalisis dinamika

penyebaran dan tingkat keefektifan strategi pencegahan penyakit. Penelitian

ini fokus pada analisis model epidemi Susceptible-Infected-Recovered (SIR) den-

gan vaksinasi random dan model Susceptible-Vaccinated-Infected-Recovered (SVIR)

pada saat lahir. Analisis sensitivitas dilakukan untuk mengetahui parameter yang

berpengaruh pada jumlah individu terinfeksi dan ambang batas epidemik (basic re-

production number). Hasil penelitian menunjukkan bahwa pada model SIR, laju

penularan (β) dan laju kesembuhan (γ) merupakan parameter yang paling berpen-

garuh terhadap basic reproduction number. Laju kelahiran dan kematian (µ),

tingkat keefektifan vaksin (p) dan laju kesembuhan (γ) merupakan parameter yang

berpengaruh pada titik tetap infected. Untuk model SVIR, laju penularan (β) dan

laju kesembuhan (γ) merupakan parameter yang berpengaruh pada basic reproduc-

tion number, sedangkan laju kelahiran dan kematian (µ) dan laju kesembγan γ

merupakan parameter yang berpengaruh pada titik tetap infected.

Kata kunci: Model SIR, Model SVIR, Bilangan Reproduksi Dasar, Analisis Sensi-
tivitas.

Abstract

Mathematical model has been used to analyse the disease transmission
dynamics and the efficacy of the eradication strategies against the dis-
eases. We study SIR model with random vaccination and SVIR model
with vaccination at birth. We analyse the sensitivity of the parame-
ters on the basic reproduction number and the infected population. The
results showed that for both models the transmission rate (β) and the
recovery rate are the most influential parameters on the basic reproduc-
tion number. Furthermore, the vaccince efficacy (p) and the recovery
rate ( γ) are the most influential parameters on the infected equilibrium.
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1. Pendahuluan

Pemodelan matematika telah banyak digunakan untuk mengidentifikasi dan menganalisis
dinamika penyebaran penyakit [1, 2] termasuk untuk menganalisis keefektifan suatu intervensi
kesehatan seperti keefektifan bakteri Wolbachia [3, 4] atau vaksinasi [5, 6]. Pada umumnya,
model matematika penyebaran penyakit diformulasi dalam bentuk model matematika deter-
ministik [7] atau stokastik [8].

Salah satu tantangan dalam menganalisis dinamika penyebaran penyakit atau keefekti-
fan sebuah intervensi kesehatan dengan menggunakan model matematika adalah kesensitifan
dari parameter terhadap hasil dari model matematika. Hal tersebut berpengaruh pada keaku-
ratan prediksi atau hasil dari model matematika tersebut. Oleh karena itu, dalam menganalisis
dinamika atau keefektifan intervensi kesehatan dengan menggunakan model matematika diper-
lukan analisis sensitivitas untuk mengetahui parameter yang paling berpengaruh pada model
matematika [9, 10]. Informasi ini penting dan berguna dalam tahap estimasi parameter, inter-
pretasi hasil penelitian atau pencarian kemungkinan-kemungkinan solusi jika nilai parameter
tersebut berubah.

Salah satu intervensi kesehatan yang paling banyak digunakan untuk mengatasi penye-
baran suatu penyakit menular adalah vaksinasi [11]. Periode vaksinasi berbeda untuk tiap
jenis penyakit. Sebagai contoh, Pemberian vaksin campak dilakukan pada individu berumur 9
bulan, 15 bulan, 6 tahun. Pemberian vaksin demam berdarah pada umur 9-45 tahun akan lebih
efektif [5]. Secara umum, vaksinasi dapat dilakukan pada saat lahir atau secara random beber-
apa kurun waktu tertentu setelah lahir. Penelitian ini fokus pada analisis sensitivitas model
epidemi terhadap basic reproduction number (ambang batas epidemik) dan titik tetap infected.
Secara khusus, penelitian ini untuk mengetahui parameter yang paling berpengaruh terhadap
basic reproduction number dan titik tetap infected dari model epidemi dengan vaksinasi secara
acak dan pada saat lahir.

2. MODEL MATEMATIKA SIR DENGAN VAKSINASI SECARA RANDOM

Pada bagian ini akan diberikan model matematika dengan vaksinasi pada saat lahir dan
secara acak. Model-model matematika seperti ini banyak ditemukan pada literatur [7, 12].
Diagram alir untuk model matematika dengan vaksinasi secara acak diberikan pada Gambar 1
dan pada saat lahir diberikan pada Gambar 2. Beberapa asumsi umum yang digunakan dalam
model matematika adalah sebagai berikut. Pertama, jumlah populasi diasumsikan konstan.
Ini berarti bahwa laju kelahiran dan laju kematian diasumsikan sama. Kedua, pada model
dengan vaksinasi acak/random, vaksinasi diasumsikan menurunkan laju transmisi penyakit.
Ketiga, pada model dengan vaksinasi pada saat lahir, diasumsikan bahwa individu yang baru
lahir langsung di berikan vaksin.

2.1. Formulasi Model Matematika. Pada bagian ini akan dipaparkan model epidemi den-
gan vaksinasi secara acak. Vaksinasi diasumsikan menurunkan laju transmisi penyakit dan
tingkat keefektifan vaksin dinotasikan dengan parameter p. Diagram alir dari model tersebut
diberikan pada Gambar 1.

Gambar 1. Diagram alir model matematika dengan vaksinasi secara random.
Vaksinasi diasumsikan menurunkan laju transmisi penyakit.
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Model matematika SIR dengan vaksinasi secara acak diberikan oleh persamaan berikut :

dS
dt = A− β(1−p)SI

N − µS,

dI
dt = β(1−p)SI

N − γI − µI,

dR
dt = γI − µR

(1)

dimana A adalah µN , parameter β adalah laju transmisi, p adalah tingkat efektifitas
vaksin, γ adalah laju kesembuhan dan µ adalah laju kematian alami. Pada model ini, jumlah
populasi diasumsikan konstan. Dari Model (1) terlihat bahwa pemberian vaksin mengurangi
force of infection (FoI). FoI akan semakin kecil apabila nilai atau tingkat keefektifan vaksin
mendekati nilai satu.

2.2. Analisis Sensitivitas. Pada bagian ini akan dibahas titik tetap, basic reproduction num-
ber,dan analisis sensitivitas. Dengan membuat ruas kanan dari Model (1) menjadi nol dan
melakukan manipulasi aljabar maka diperoleh dua titik kesetimbangan yakni titik bebas penyakit,
E0, dan titik endemik, Ee, sebagai berikut E0 = (S∗, I∗, R∗) = (Aµ , 0, 0) dan Ee = (S∗, I∗, R∗)

dimana

S∗ = − N(γ + µ)

β(−1 + p)
I =

Aβp−Nγµ+Nµ2 −Aβ

β(γp+ µp− γ − µ)
R =

γ(Aβp+Nγµ+Nµ2 −Aβ)

β(γp+ µp− γ − µ)µ
.

Dengan mengonstruksi the next generation matrix [13], diperoleh basic reproduction number
yakni

R0 =
β(1 − p)

γ + µ
.

2.3. Analisis Sensitivitas Terhadap basic reproduction number (R0). Analisis sensitiv-
itas yang dilakukan pada penelitian ini adalah analisis sensitivitas lokal [10, 14]. Definisi indeks
sensitivitas dapat dilihat pada Definisi 2.2.1. Perlu dicatat bahwa jika nilai indeks sensitivitas-
nya semakin besar, maka parameter tersebut merupakan parameter yang paling berpengaruh.
Tanda positif dan negatif menunjukkan hubungan antara parameter tersebut dengan variabel
yang dianalisis yakni basic reproduction number dan titik tetap infected.

Definisi 2.1. Normalized sensitivity index diperoleh dengan indeks sensitivitas normalisasi
dari variabel V, terdiferensialkan pada parameter p, didefinisikan sebagai berikut:

Cvp =
∂V

∂p
× p

V
(2)

dimana V adalah variabel yang akan dianalisis dan p adalah parameter [14].

Definisi diatas berarti bahwa indeks sensitivitas dicari dengan menggunakan konsep laju
perubahan yang kemudian diukur besar kecilnya perubahan tersebut. Semakin besar indeks
tersebut maka semakin besar pengaruh parameter tersebut terhadap variabel yang diukur.
Pada bagian ini akan dilakukan analisis sensitivitas parameter terhadap basic reproduction
number. Indeks sensitivitas dari parameter β adalah

CR0

β =
dR0

dβ
× β

R0
=

1 − p

γ + µ
× β(γ + µ)

β(1 − p)
= 1

Dengan prosedur yang sama diperoleh ekspresi sensitivitas untuk parameter lainnya.
Tabel 1. Ekspresi Sensitivitas Parameter Terhadap Basic Reproduction Number (R0) . Nilai
parameter yang digunakan adalah β=0,5, γ=1/21, p=0,67, dan µ=1/(70×365).
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Tabel 1. Ekspresi Sensitivitas Parameter Terhadap Basic Reproduction Number (R0).

Parameter Ekspresi Sensitivitas Nilai R0=3.4521
P-10% P-10%

β 1 1 3.1159 3.8083
µ − µ

(γ+µ) -0.00082 3.46243 3.4618

γ − γ
(γ+µ) -0.99917 3.8464 3.1476

p p-1 -0.33 4.1965 2.83326

Dari hasil indeks sensitivitas (lihat Tabel 1) terlihat bahwa parameter yang paling berpen-
garuh atau sensitif terhadap R0 adalah laju penularan (β) dan laju kesembuhan (γ). Adapun
parameter β memiliki hubungan positif dan parameter memiliki hubungan negatif terhadap
R0. Untuk menguji apakah hubungan antara parameter dan basic reproduction number sesuai,
maka dilakukan perubahan nilai parameter sebesar 10% baik itu ditambah atau dikurangai
untuk melihat nilai basic reproduction number nya. Terlihat bahwa jika nilai parameter β dita-
mbah 10% maka nilai R0 naik dari 3,4621 menjadi 3,8083 . Sebaliknya, jika nilai parameter β
dikurangi 10% maka nilai R0 juga turun. Ini membuktikan bahwa hasil analisis sejalan dengan
hasil ujicoba pada nilai R0.

2.4. Analisis sensitivitas terhadap titik infected (I∗). Analisis sensitivitas terhadap I∗

dilakukan untuk mengetahui parameter-parameter manakah yang paling berpengaruh terhadap
I∗. Parameter-parameter yang akan dianalisis adalah β, γ, p, µ. Dengan prosedur yang sama
mengikuti definisi 2.1. maka diperoleh hasil indeks sensitivitas dari parameter terhadap titik
tetap infected dan hasilnya disajikan pada Tabel 2.

Tabel 2. Indeks Sensitivitas dari Parameter terhadap Titik Tetap Infected.

Parameter Ekspresi Sensitivitas Nilai I∗= 5,8403
P-10% P-10%

β β(p−1)
(βp+γ+µ−β) − 1 +0.4061 5.5768 6.0560

µ −βp+γ+2µ−β)
(βp+γ+µ−β) −

µ
γ+µ +0.998 5.2569 6.4236

γ − γ
(βp+γ+µ−β) −

γ
γ−µ -0.9054 6.7520 5.0943

p βp
βp+γ+µ−β − (pγ+µp)

γp+µp−γ−µ -0.8246 6.2554 5.3131

Dari Tabel 2 terlihat bahwa parameter yang paling berpengaruh terhadap titik tetap in-
fected adalah parameterµ, p, dan γ dimana parameter p dan γ memiliki hubungan yang negatif
sedangkan parameter µ memiliki hubungan positif. Ini berarti bahwa ketika nilai parameter p
dan γ naik, maka jumlah individu terinfeksi akan menurun, dan sebaliknya. Hal tersebut ter-
lihat dari jumlah individu terinfeksi jika nilai parameter mengalami kenaikan atau penurunan
sebesar 10%.

3. MODEL MATEMATIKA DENGAN VAKSINASI SAAT LAHIR

Pada bagian ini akan dipaparkan model matematika dengan vaksinasi pada saat lahir
dan juga analisis sensitivitasnya.

3.1. Formulasi Model Matematika. Pada bagian ini akan paparkan model matematika
dengan vaksinasi pada saat lahir. Model matematika dengan vaksinasi pada saat lahir diberikan
pada Gambar 2.
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Gambar 2. Diagram Alir Model Matematika dengan Vaksinasi Pada saat Lahir.

Model matematika dibentuk dari sistem persamaan diferensial nonlinear berikut.

dS

dt
= µN(1 − τ) − βS

1

N
+ (1 − p)ηV − µS,

dV

dt
= τµN − (1 − p)ηV − µV,

dI

dt
= βS

1

N
− µI − γI,

dI

dt
= γI − µR,

dimana N adalah populasi total, β adalah laju penularan, p adalah tingkat keefektifan vaksin,
η adalah rata-rata individu yang kehilangan imunitas dan γ adalah laju kesembuhan.

3.2. Analisis Sensitivitas. Pada bagian ini akan dibahas titik kesetimbangan, basic reproduc-
tion number dan analisis sensitivitas. Titik tetap diperoleh dengan membuat ruas kanan sama
dengan nol kemudian dilakukan manipulasi aljabar dan diperoleh titik tetap bebas penyakit

( (N(ηp+µτ−η−µ))
(ηp−η−µ) , τµN

(1−p)η+µ , 0, 0) dan titik tetap endemik E1 = (S∗, V ∗, I∗, R∗) dimana

S∗ =
(µ+ γ)

β

V ∗ = − τµN

ηp− η − µ

I∗ = −µN(−βηp− µβτ + µηp+ γηp+ ηβ + µβ − µη − γη − γµ− µ2)

β(µηp+ γηp− µη − γη − γµ− µ2)

R∗ = −Nγ(−βηp− µβτ + µηp+ γηp+ ηβ + µβ − µη − γη − γµ− µ2)

β(µηp+ γηp− µη − γη − γµ− µ2

Dengan mengonstruksi the next generation matrix dan mencari nilai eigen terbesar [13] diper-
oleh basic reproduction number nya adalah

R0 =
β(ηp+ µτ − η − µ)

(ηpγ + µηp− ηγ − γµ− µη − µ2)

3.3. Analisis Sensitivitas terhadap Basic Reproduction Number (R0) dan Titik
Tetap Infected (I∗). Pada bagian ini akan dilakukan analisis sensitivitas parameter terhadap
basic reproduction number dan titik tetap infected. Dengan prosedur yang sama sebagaimana
pada model SIR maka diperoleh indeks sensitivitas sebagaimana diberikan pada Tabel 3.
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Tabel 3 Indeks sensivitas parameter terhadap basic reproduction number.

Parameter Ekspresi Sensitivitas Nilai R0 = 10, 49
P-10% P-10%

β 1 1 11.5392 9.4411

η (βp−β)η
βηp+µτβ−βη−βµ − (pγ−µp−γ−µ)η

(ηpγ+ηpµ−γµ−µη−µγ−µ2) 0.0001 10.4903 10.4909

p βηp
βηp+µτβ−βη−βµ − (ηγ+ηµ)p

(ηpγ+ηpµ−γµ−µη−µγ−µ2) -0.5610 10.489 10.49042

τ τµβ
βηp+µτβ−βη−βµ -0.0001 10.49009 10.4903

γ − −ηpγ+ηγ+µγ
ηpγ+ηpµ−γη−µη−µγ -0.9991 9.0834 11.1002

Dari Tabel 3 dapat diketahui bahwa parameter yang paling berpengaruh terhadap R0

adalah parameter β, γ dan parameter p. Hal ini dapat diketahui dari nilai hasil substitusi
nilai parameter terhadap ekspresi sensitivitas masing-masing parameter dan dari nilai terse-
but juga dapat diketahui hubungan antara masing-masing parameter terhadap R0. Adapun
hubungan parameter-parameter di atas terhadap R0 yaitu parameter β memiliki hubungan
positif terhadap R0 artinya ketika nilai parameter ditambah maka R0 akan naik sebaliknya
ketika nilai parameter dikurangi maka R0 akan turun dan parameter γ, p memiliki hubungan
negatif terhadap R0 artinya ketika nilai parameter ditambah maka R0 akan turun demikian
sebaliknya.

Dengan prosedur yang sama untuk mencari ekspresi sensitivitas parameter terhadap titik
endemik akan diperoleh bahwa parameter µ dan γ adalah parameter yang sangat berpengaruh
terhadap kenaikan jumlah individu terinfeksi. Parameter γ memiliki hubungan yang negatif
sedangkan parameter µ memiliki hubungan yang positif terhadap kenaikan jumlah individu
terinfeksi.

4. Simpulan

Hasil analisis sensitivitas menunjukkan bahwa pada model SIR, laju penularan (β) dan
laju kesembuhan (γ) merupakan parameter yang paling berpengaruh terhadap basic reproduc-
tion number sedangkan laju kelahiran dan kematian (µ), tingkat keefektifan vaksin (p) dan
laju kesembuhan (γ) merupakan parameter yang berpengaruh pada titik tetap infected. Pada
model SVIR, laju penularan (β) dan laju kesembuhan (γ) merupakan parameter yang berpen-
garuh pada basic reproduction number, sedangkan laju kelahiran dan kematian (µ) dan laju
kesembuhan (γ) merupakan parameter yang berpengaruh pada titik tetap infected.
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